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Information geometry combining various research paradigms
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Abstract– Information Geometry has been advocated by Shun-ichi Amari in early 1980s, which provides
a geometric insight for understanding statistical ideas such as information, sufficiency and efficiency. Fur-
thermore, it is closely connected with almost all of areas in mathematical sciences including information,
statistical, physical, biological and brain sciences. One of the most characteristic of information geometry is
in a dualistic pair of e-connection and m-connection in the space of all probability density functions, which
can be viewed as a Riemannian space with a metric tensor derived by the Fisher information matrix. Sur-
prisingly, the essential theorem can reduce to the Pythagorean theorem developed in the ancient Greek era,
which provides a view for the interplay between a statistical model and estimation expanding a Pythagorean
foliation in the probability density function space. Finally, we have a review for the present address and
future directions in information geometry.

Index terms– e-connection, information metric, m-connection, statistical model, statistical estimation

1 推薦対象および推薦理由の概要

情報幾何 (Information Geometry) をコトつくりの

至宝に相応しい対象として推薦する．甘利俊一氏は大

学院生時代から情報空間の幾何的考察を開始 5, 7)して

いたが 1980年代初めに情報幾何の一般的な枠組みの構

築に成功した 1)．この枠組みでは確率密度関数の空間

に情報計量が導入され，さらにm-接続と e-接続と呼ば

れる線形接続が導入された．この 2つの線形接続は情

報計量によるリーマン接続に関して双対的であること

が示された．このように確率密度関数の空間に対して

双対リーマン空間としての枠組みが構築された．更に

アファイン微分幾何として深化が図られてきた 14, 16)．

この枠組みによって統計学の基本的な考えである統

計モデルの情報量，統計量の十分性，推定量の有効性

の幾何的理解がもたらされた．特に e-接続の平坦性は

統計モデルの最適性を，m-接続の平坦性は推定の最適

性を曲率テンソルを使い定量的に計ることを可能にし

た．これによって統計学に限らず，ランダムネスを扱

う様々な研究分野，情報理論，信号処理，量子物理，人

工知能，機械学習などに大きな影響を与えている．

このように情報幾何が提唱されて以来，多くの日本

の研究者に影響を与え，日本発の研究として情報幾何

の研究が盛んになり，同時に世界的な展開が成されて

いる．最近では最適輸送問題，深層学習などの最先端

の研究にも深く関わっており，2018年に Springerから

Information Geometry12)が刊行され情報幾何の精

神による新たな発想から実問題の解決から数理的な新

概念の構築に渡って，更なる挑戦が継続されている．こ

のことから情報幾何はコトつくりの至宝として十分な

価値を持つと考えられる．

2 情報幾何が作り出す世界
確率密度関数全体の空間 P に統計モデル M =

{pθ(x) ∈ P : θ ∈ Θ} を考えよう．パラメータ θ の

フィッシャーの情報行列

I(θ) = Epθ

[∂ log pθ(X)

∂θ

∂ log pθ(X)

∂θ⊤

]
をリーマン計量として定めたときM はリーマン空間

になっていることが示された 21). ここでEpθ
は確率密

度 pθに関する期待値を表す．パラメータ θの不偏推定

量が存在するとき I(θ)−1が不偏推定量の分散行列の下

限（クラメール・ラオ下限）を与えることからリーマ

ン計量として定めることが正当化される．このように

定められたリーマン計量のことを情報計量と呼ぶ．以

来，幾つかの研究によって統計モデルの幾何的研究が

進められた．

甘利は 1982年にリーマン空間の中で双対な線形接続

の e-接続とm-接続を導入し，それぞれが統計モデル

と推定に基本的な尺度を与えることを示す画期的な成

果を発表した 1)．その理論の中で本質的な定理は以下

に紹介されるよう，驚くべきことに古代ギリシャ数学

のピタゴラスの定理にまで遡る 17, 4)．

確率密度関数空間 P に 3角形を考えたとき，次のピ

タゴラスの 3平方定理が成立する：

Pの3点p, q, rからなる3角形∆(p, q, r)を考えよう．こ

のとき，頂点 pと qを結ぶm-測地線 {pt(x) : 0 ≤ t ≤ 1}
と頂点 qと rを結ぶ e-測地線 {rt(x) : 0 ≤ t ≤ 1}を

pt(x) = (1− t)p(x) + tq(x)

rt(x) = ct exp{(1− t) log r(x) + t log q(x)}

と定める (ctは規格化定数）．このとき，2つの測地線



が点 qで情報計量の意味で直交するとき，

D(p, q) +D(q, r) = D(p, r) (1)

が成り立つ (Fig. 1参照）．ただし，辺の長さの 2乗は

つぎの KLダイバージェンスによって取られる：

D(p, q) =

∫
p(x){log p(x)− log q(x)}dx

Fig. 1: Pythagoras theorem

この定理の証明を詳しくみると，任意の t ∈ [0, 1]で

D(pt, q) = D(pt, q) +D(q, rt)

が成立することが分かる．このようにユークリッド幾

何のピタゴラス定理は直線の代わりに e-測地線とm-測

地線を取ると確率密度空間 P で成立することから，P
は双対ヒルベルト空間と考えることもできる．また，ガ

ウスの最小二 2乗法の双対的拡張と見れ，最尤推定の

満たす基本性質となっている．AICとの関連も深い．

上で見てきたように (1)を満たすピタゴラス定理の

情報幾何的な考察をしよう．そのため，指数モデル

M e = {peθ(x) := exp{θ⊤s(x)− ψ(θ)} : θ ∈ Θ}

を考える．ここで ψ(θ)はキュムラントと呼ばれ

ψ(θ) = log

∫
exp{θ⊤s(x)}dx

を表し，Θ = {θ ∈ Rp : ψ(θ) < ∞}とする．この時，
s(X)を十分統計量と呼び，平均一致空間

Nm(p) =
{
q ∈ P : Eq{s(X)} = Ep{s(X)}

}
を考えよう．指数モデルM e の任意の点 p, qを結ぶ e-

測地線はM eに含まれ，平均一致空間Nm(p)の任意の

点 q, r を結ぶ m-測地線は Nm に含まれる，すなわち，

それぞれの接続に関して全測地的である．このように，

(i) p ̸= q in M ⇒ Nm(p) ∩Nm(p) = ∅

(ii) P =
∪

p∈M Nm(p)

を満たす葉層が連想されることが分かる．さらにM e

の点 qをかってに固定すると，任意の p ∈ Nm(q)と任

意の r ∈ M e に対してピタゴラス定理 (1)が成立する．

従って，

D(p, q) = min
r∈Me

D(p, r)

が言えるのでNm(q)からM eへのKLダイバージェン

ス最小化は全て 1点 qで達成される．KLダイバージェ

ンス最小化は尤度最大化と等価なのでNm(q)は最尤推

定葉と呼ばれる．このように十分統計量 s(X)が生成

する指数モデルM e を茎とし，指数モデルM e の各点

pに最尤推定葉Nm(p)が連想され，pをM e上で動か

すと平行な葉Nm(p)が連なるピタゴラス葉層構造がで

きる（Fig. 2参照）．

Fig. 2: Pythagoras foliation

以上の考察で指数モデルM eと最尤推定葉Nmの相

補的関係が互いに双対な e-接続とm-接続によって明ら

かにされた．これは統計モデリングと推定という 2つ

の操作は一つの基準での統一はできなく，別々の基準

が必要であり，それらが双対関係によって結ばれるこ

とが明らかにされて初めて 2つの操作間の相互作用が

記述できることを物語っている．物理学では 4次元時

空間の重力テンソル計量によって光の経路が最短経路

を定めるリーマン測地線として与えられ，一般性相対

理論の壮大な力学的世界像が構築された．情報幾何で

は双対な測地線がモデルと推定という相補的な関係を

明らかにしてしている．

一般に P の正則なダイバージェンスは任意のモデル
M に制限するとリーマン計量と 1組の双対接続が連想

される 9, 10)．その双対な測地線によってピタゴラス定

理が成立することが示せる．ダイバージェンスが対称

であるならば一組の双対接続はリーマン接続に帰着さ

れる．KLダイバージェンスD(p, q)を採用すると情報

計量が導かれ，D(p, q)の非対称性から e-接続と m-接

続が導かれ，その非対称性とネイマン・ピアソン定理

と密接な関係が分かる 11)．

3 まとめ

情報幾何はリーマン空間での双対接続という意味で

は確立され，基礎的な枠組みができあがり，国際会議

Information Geometry and its Applications が 4回開



催され（ぺスカラ，2002；東京，2005；ライプニッツ，

2010；リブリツェ, 2016）を含む様々な国際会議，研究

集会を通して活発な交流からを多くの発展を遂げてい

る．来年も東京で情報幾何学国際会議 2020が計画され

ている．情報幾何の今後に解決すべき問題や，未開拓

な方向もたくさんあると言える．以下に幾つかの最近

の動向と今後の方向についてまとめる．

幾何学の最近の発展に最適輸送問題が挙げられる
23, 15)．この問題は 18世紀のモンジュの問題提起から

始まり，確率分布間のワッサースタイン距離による定

式化がされた．このように確率分布のクラスを考える

ことから情報幾何との融合が盛んになる機運が盛り上

がっている 20, 19, 24, 22).

人工知能，機械学習の分野で深層学習の再興が起こ

り，様々な自動化が可能になり人間社会の構造も変化

がもたらされている．特に畳み込みニューラルネット

ワークの学習の高速化と汎用化がリアルタイムの複雑

な画像認識を可能にしている．これによって強化学習

の高度な計算が実時間で可能になり，従来，人間が高

い負担を伴なってやってきた作業や長年の鍛錬が必要

な技術も自動化できるものが拡大されている．情報幾

何はニューラルネットワークの数理について深い研究
2, 3, 6) があり，刷新された深層学習についても密接な

展開が成されつある 22)．最適輸送問題のエントロピー

正則化によって深層学習と情報幾何との融合が進む期

待が高まっている．また，近年，多様体学習はシェイ

プ解析など数学的追及と高度な応用が目指される分野

に変容しつつある 18, 8)．量子物理の情報幾何による枠

組みが与えられ 13)，量子情報論への更なる拡張が期待

されている．統計物理もタリス・エントロピー，べき

分布との関連から研究されているが，近い将来，更な

る突破口が開かれることが期待される．

このように情報幾何は統計学の基本原理への貢献か

ら端を発し，様々な数理科学の分野に本質的な関連の

糸口が切り開かれてきた．しかし，その可能性を十分

に追及され，確立された分野とは言い難い．寧ろ，多

くの可能性は未だ十分に開発された状況にないと言え

る．更なる壮大な構想の下に情報幾何の大きな成果が

収穫される日が到来することが待たれてならない．
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