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Abstract– The Mahalanobis-Taguchi (MT) system, which is representative of the Taguchi method,
plays an important role in various fields centered on the manufacturing industry. Within these fields,
the MT method proposed at the earliest stage has been applied to various data as a practical anomaly
detection procedure, and there are abundant application cases. However, it is clear that the con-
ventional MT method cannot always perform appropriate analyses. Therefore, due to the practical
demand for the MT system, we have proposed novel anomaly detection procedures to appropriately
analyze real problems. In this paper, we comprehensively report our research results on the MT
system, especially for high-dimensional data.
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1. はじめに

マハラノビス・タグチ（MT）システム [1]は，タグ
チメソッドで知られる田口玄一博士が提唱した一連の多
変量解析法の総称である．その中でも最初期に提案され
た MT 法は，製造業を中心とした様々な業種・業態の
企業やその他の組織において重要な役割を担っている．
例えば，製造業における設備機器の状態監視，医療にお
ける各種疾病の診断等が適用事例として挙げられる．ま
た，近年ではセンサーデータを利用した異常検知システ
ム [2]にMT法が使用され，Internet of Things（IoT）の
先駆的な事例として実務家の注目を集めている．
このようにMT法は実務的な需要から様々なデータに

適用されているものの，従来プロセスでは，必ずしも適
切な分析ができるとは限らない．そこで，著者らはMT
システムへの実務的な需要を踏まえたうえで，実問題を
適切に分析するための新たな異常検知方式を提案した
[3]-[7]．本稿では，これまでの研究成果の中でも，特に
MTシステムにおける高次元データを対象とした異常検
知方式の改良 [3]，[4]，[6]に関する総合的な報告を行う．
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前述のように MT法は実用的な異常検知方式として
広く普及しているものの，変数の次元 Pに比べて十分な
サンプルサイズ N を確保する必要があることが知られ
ている．実際，宮川ら [8]あるいは永田 [9]は Pに比べ
て N が十分に大きくなければMT法の異常検知尺度で
あるマハラノビス距離が大きな予測バイアスをもつこと
を指摘した．そして，このことが異常検知性能の低下に
つながることを著者らは示している [4]-[6]．
一方，実問題では時に，経済的あるいは物理的な制約

により十分な N が確保できない場合がある [6]．また，
センサー等から経時的にデータを取得できる状況におい
ても，第 5 章で述べるようにリアルタイム性を確保す
るためには Nを小さくすることが望ましい場合もある．
さらに，Nに比べ Pが大きくなる (N < P)データや，マ
イクロアレイ・データに代表されるような N に比べ P
が遥かに大きくなる (N ≪ P)データが解析対象となる
場合もあり得る．
このような場合，従来の MT法では精度よく異常を

検知することが困難になるだけでなく，N < Pあるいは
N ≪ Pとなる場合には解析自体が実行できなくなって
しまうという問題が発生する．ここで，本稿では以降，
N < Pとなるデータを高次元データ，N ≪ Pとなるデー
タを超高次元データと区別して呼ぶことにする．
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したがって，本稿では，高次元データあるいは超高次
元データを適切に解析するための方法論について議論す
るものとする．具体的には，高次元データを対象とした
異常検知方式として後述のMT-PPCA法 [4]と RT-PC法
[3]を取り上げ，その使い分けにおける留意点を述べる．
また，超高次元データを対象とする場合，各異常検知方
式をいかに改良すべきか方向性を示す [6]．
本稿の構成は次の通りである．第 2章では，MT法の

概要を述べたうえで，高次元データに適用する場合の問
題点を指摘する．第 3章では，高次元データを適切に解
析するための二つの方法論を取り上げ，その使い分けに
おける留意点を述べる．第 4章では，第 3章で示した二
つの方法論を超高次元データ解析に応用するための方向
性を示す．最後に，第 5章ではまとめを述べる．

2. MTシステムにおける異常検知

本章では，MT法の概要を示したうえで，高次元デー
タに適用する場合の問題点を指摘する．

2.1 MTシステムの概要

田口博士は当初，2.3節に示すマハラノビス距離に基
づく異常検知方式をMTシステム（後のMT法）として
提案した．ところが，その後，その改良方式であるMTA
法 [10]や，高次元バイナリ・データを対象とした異常
検知方式である RT法 [11]，回帰問題を扱う T法 [12]等
が同博士によって提案された．そのため，現在では，最
初期に提案された MTシステムを MT法，一連の分析
方式を総じてMTシステムと呼ぶようになっており（例
えば，参考文献 [13]），本稿もそれに従っている．なお，
MT法とその改良方式の提案背景等については参考文献
[13]を参照されたい．また，それらの理論については参
考文献 [9], [14]に詳しい．

2.2 MT法の概念

MT法はホテリングの T 2 管理図 [15]に，SN比に基
づく項目選択や項目診断等のアイディアを加えて発展さ
せた実用的な異常検知のための方法論である．
ここで，異常検知とは，ある個体が正常な個体か異

常な個体かを判定するための多変量解析法である．ただ
し，一般の多変量解析法における通常の判別分析が正常
な個体と異常な個体の両方が均質な母集団を形成すると
仮定するのに対して，異常検知では正常な個体のみが均
質な母集団を形成すると仮定する．そして，新たに観測
された個体が，正常な個体が形成する母集団から逸脱し
ていなければ正常，そうでなければ異常と判定する．ゆ
えに，異常検知は異常な個体が均質な母集団を形成する
ことを仮定する必要がないため，多種多様な異常が発生

する場合や未知の異常が発生する可能性がある場合の判
別に有用であるといえる．

2.3 MT法の解析手順

MT法では，前節で述べた「正常な個体が形成する均
質な母集団」のことを「単位空間」と呼ぶ．そして，そ
の単位空間からの逸脱度をマハラノビス距離に基づいて
定量化し，対象となる個体が正常か否かを判定する．以
下，MT法における単位空間上のマハラノビス距離の算
出手順を中心に説明する．その他の解析手順については
参考文献 [13]等を参照されたい．
いま母集団上で観測された P次元変数 xxxの母平均ベ

クトルを µµµ，母共分散行列を Σとする．このとき，母集
団上のマハラノビス距離を次のように定義する：

∆(xxx) = (xxx− µµµ)⊤ Σ−1 (xxx− µµµ) (1)

ただし，ベクトルあるいは行列の転置を ⊤とした．な
お，本稿のベクトルは縦ベクトルとして扱う．
ここで，MT法では，単位空間に属する N 個の個体

から求めた標本平均ベクトルおよび標本共分散行列を µµµ
および Σの推定量として母集団上のマハラノビス距離
を推定する．また，判定対象となる新たな個体に対して
マハラノビス距離を計算する際も，単位空間から既に計
算した母数の推定量を用いる．そして，そのマハラノビ
ス距離が，事前に定めた閾値を超えていれば異常，超え
ていなければ正常と判定する．
なお，上述のように母集団上のマハラノビス距離を推

定するとき，MT法における推定されたマハラノビス距
離とホテリングの T 2 管理図 [15]における T 2 統計量は
等しくなる．したがって，MT法と T 2 管理図はいずれ
もマハラノビス距離に基づく異常検知方式として解釈で
きる．そのため，両者の概念的あるいは理論的な差異に
ついての議論がなされている [16]．また，参考文献 [13]
には実用上の観点から両者の相違点が整理されている．

2.4 MT法の問題

前節で述べたようにMT法とはマハラノビス距離に基
づく異常検知方式のことである．この異常検知方式の問
題の一つは共分散行列の逆行列計算を必要とするため，
N < Pである場合，マハラノビス距離が計算できなくな
ることである．また，第 1章で述べたように N > Pの
場合でも精度よく異常を検知するためには，高次元にな
るほど数多くのサンプルを準備する必要がある．このこ
とは学習データへのラベリング（技術者が正常な個体か
否かを判断し，その情報を付与したデータセットを作成
すること）に対するコストを増加させるため，実用上の
問題が発生する．
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3. 高次元データ解析法

本章では，N < Pの場合にもマハラノビス距離を計算
するための方法論として，MT-PPCA法 [4]と RT-PC法
[3]を取り上げ，その使い分けにおける留意点を述べる．

3.1 MT法の距離
本節では，以降の議論のため，MT法が用いる距離と

固有値および固有ベクトルの関係について説明する．前
章で述べたように，MT法が異常度の尺度として用いる
距離はマハラノビス距離である．ここで，マハラノビス
距離は母共分散行列 Σの固有値 λ1,λ2, · · · ,λP および対
応する長さ 1の固有ベクトル ξξξ 1,ξξξ 2, · · · ,ξξξ P を用いて，

∆(xxx) =
P

∑
p=1

{
ξξξ⊤

p (xxx− µµµ)
}2

λp
(2)

と変形できることに注意する [17]．(2)式より，母集団
上のマハラノビス距離を推定するには，Σのすべての固
有値および固有ベクトルの推定が必要であることがわ
かる．一方，P > Nの場合，標本共分散行列からは高々
N −1個の固有値および固有ベクトルしか求めることが
できない．したがって，母集団上のマハラノビス距離は
推定できず，異常検知も実行不能となってしまう．

3.2 MT-PPCA法の距離
本節では，MT-PPCA法 [4]が用いる距離と固有値お

よび固有ベクトルの関係性の考察を通して，本異常検知
方式が高次元データを適切に分析するための方法論の一
つとなっていることを示す．

MT-PPCA法 [4]とは，probabilistic principal component
analysis（PPCA）モデル [18] の仮定のもとで推定した
母集団上のマハラノビス距離に基づく異常検知方式であ
り，高次元データを対象とした MT法として提案され
た．ここで，PPCAモデルの仮定のもとでは，母集団上
のマハラノビス距離が，

∆PPCA(xxx) =
M

∑
m=1

{
ξξξ⊤

m(xxx− µµµ)
}2

λm (3)

+
P

∑
p=M+1

{
ξξξ⊤

p (xxx− µµµ)
}2

σ2

と変形できることに注意する [6]．ただし，M < Pであ
り，σ2 は σ2 < λM を満たすものとする．(3) 式より，
PPCAモデルの仮定のもとでの母集団上のマハラノビス
距離は第 M + 1以降の固有値がすべて同じ値をとるこ
とを仮定した場合のマハラノビス距離であることがわか
る．また，(3)式は次のように変形できる．

∆PPCA(xxx) =
M

∑
m=1

{
ξξξ⊤

m(xxx− µµµ)
}2

λm
+

Ξ(xxx)
σ2 (4)

ただし，

Ξ(xxx) = (xxx− µµµ)⊤(xxx− µµµ)−
M

∑
m=1

{
ξξξ⊤

m(xxx− µµµ)
}2

(5)

であり，Ξ(xxx)を以降，残差と呼ぶことにする．(4)式よ
り，(3)式のマハラノビス距離を計算するためには，第 1
から第 M 固有値および固有ベクトルを推定すればよい
ことがわかる．したがって，N < Pの場合においても，
N > M ならば，母集団上のマハラノビス距離を推定で
き，異常検知も実行可能となる．なお，(4)式における
各パラメータの推定量については参考文献 [4]を参照さ
れたい．

3.3 RT-PC法の距離
本節では，RT-PC法 [3]が用いる距離と固有値および

固有ベクトルの関係性の考察を通して，本異常検知方式
が高次元データを適切に分析するための方法論の一つと
なっていることを示す．

RT-PC法 [3]とは，高次元バイナリ・データを対象と
した異常検知方式である RT法 [11]の改良方式であり，
高次元連続量データを対象とした異常検知方式である．
以下，RT-PC法の距離（以降，RD）について説明する．
ただし，RT-PC法の解析手順は，用いる距離の違いを除
いてMT法と同様であることを注意しておく．
まず RDを定義するためには，P次元変数 xxxをM+1

次元変数 zzzに集約する必要がある．ここで，Q = M+1
として，zzzの第 q (q = 1,2, · · · ,Q)番目の変数を Zq と表
記するとき，各 Zq は次のように定義される：

Zq = ξξξ⊤
q (xxx− µµµ) (q = 1,2, · · · ,M) (6)

ZQ =
√

Ξ(xxx) / (P−M) (7)

なお，(6)式は第 1から第M主成分であり，(7)式は残差
をその自由度で除した後に平方根をとったものである．
次に，Q次元変数 zzzに対する (1)式と同様のマハラノ

ビス距離を母集団上の RDとして定義する：

∆(zzz) = (zzz− µµµz)
⊤Σ−1

z (zzz− µµµz) (8)

ただし，Q次元変数 zzzの母平均ベクトルを µµµz，母共分散
行列を Σzとしている．(8)式より，母集団上の RDを計
算するためには，第 1から第M固有値および固有ベクト
ルを推定すればよいことがわかる．したがって，N < P
の場合においても，N > M であるならば，母集団上の
RDを推定でき，異常検知も実行可能となる．なお，(6)
式から (8)式における各パラメータの推定量については
参考文献 [3]を参照されたい．
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3.4 適用上の注意

本節では，MT-PPCA法と RT-PC法は本質的に異なる
異常検知方式として捉えたうえで，解析の目的に応じて
使い分ける必要があることを注意しておく．
まず，本節での議論に先立ち，ホテリングの T 2管理

図 [15]を始めとする多変量管理図の分野におけるデー
タ空間の解釈について説明しておく．多変量管理図の分
野では，母共分散行列のスペクトル分解を，

Σ =
M

∑
m=1

λmξξξ mξξξ⊤
m +

P

∑
p=M+1

λpξξξ pξξξ⊤
p (9)

とするとき，データ空間全体を第 1項と第 2項に対応
した固有ベクトルが張る空間に分けて異常原因を考察す
る．いま第 1項に対応した固有ベクトルが張る空間を主
部分空間，第 2項に対応した固有ベクトルが張る空間を
ノイズ空間と呼ぶことにする．このとき，主部分空間に
発生した異常は高々M個の主成分が大きく変動したこと
が原因であり，ノイズ空間に発生した異常は本質的な相
関構造の崩れが原因だと考える [19]．言い換えれば，主
部分空間に発生した異常は主成分の変動として技術的な
解釈が可能である一方，ノイズ空間に発生した異常は技
術的な解釈が困難であるか意味をもたないと捉えること
ができる．このような考え方に基づけば，MT-PPCA法
と RT-PC法は以下に注意して使い分けるべきといえる．

MT-PPCA法の距離（以降，単にMD）と RDは，第 1
から第 M 固有値および固有ベクトルを応用した距離で
あるものの，RDとMDに基づく異常検知方式は検知す
る異常の定義が異なっている．MDに基づく方式では，
単位空間の中心に発生したデータほど，単位空間に属す
る（正常である）確率が高いと判断される．一方，RD
に基づく方式では，単位空間の中心付近に発生したデー
タも異常と判定される可能性がある [20]．これは，RD
がその定義式から，残差が小さな値をとるほど，RDの
値が大きくなることに起因する．(5)式の残差は観測変
数 xxxが単位空間の中心である µµµ に近い値をとるほどゼ
ロの値に近づく．そのため，xxxが単位空間の中心付近に
発生するほど，RDの値は大きくなり，異常と判定され
る確率が高くなるという性質をもつようになる．
このことは特に異常原因について考察する必要があ

る場合，大きな影響があるといえる．RDに基づく異常
検知方式は，第M+1固有ベクトル以降が張るノイズ空
間の中心付近に発生したデータも異常と捉えるため，第
M+1主成分以降が技術的な意味をもつ場合，定性的な
意味合いが不明になる．一方，第M+1主成分以降がノ
イズによる変動を意味すれば，データの本質的な構造に
変化があるものと判断できる．よって，第M+1主成分
以降が技術的な意味をもつか否かを事前に確認したうえ
で，両者を使い分ける必要がある．

4. 超高次元データ解析法

前章では高次元データに適用可能なMTシステムの異
常検知方式として，MT-PPCA法 [4]と RT-PC法 [3]を
取り上げた．また，各異常検知方式で用いる距離を推定
するには母共分散行列の固有値および固有ベクトルを推
定すればよいことも述べた．ここで，従来のMT-PPCA
法 [4]および RT-PC法 [3]では，これらの推定量として，
通常の主成分分析（以降，従来型 PCA）と同様の手順に
より計算するものを使用することに注意されたい．
本章では，まず従来型 PCAに基づく固有値および固

有ベクトルの推定法は，超高次元データを適用対象とす
る場合，推定精度および解釈容易性の両面から問題があ
ることを指摘する．そして，推定精度および解釈容易性
を同時に向上させるため，スパース PCAを応用した固
有値および固有ベクトルの推定法をMT-PPCA法 [4]お
よび RT-PC法 [3]に導入する方法について説明する．

4.1 従来型 PCAに基づく推定法の問題

MTシステムでは，異常を検知するだけでなく，異常
原因の特定等に有用な知見を獲得することも解析の目的
となる場合がある．したがって，固有値および固有ベク
トルの推定精度を向上させることは，主成分の解釈を行
ううえで重要であり，異常の発生原因を追究するうえで
も有益であるといえる．加えて，それらの推定精度は異
常検知性能にも大きな影響を与えてしまう [6]．
しかしながら，従来型 PCAは大標本漸近理論のもと

で，その精度保証が与えられていることに注意された
い．このことは N ≪ Pとなる超高次元データを扱う問
題設定においては，必ずしもよい方法論とは限らないこ
とを意味する．実際，変数の次元 Pが P → ∞となる前
提のもとで，従来型 PCAに基づく固有値および固有ベ
クトルの推定量が一致性を満たす状況は極めて限定的で
あることが報告されている [21]-[23]．すなわち，超高次
元データを適用対象とする場合，従来型 PCAでは推定
量の精度保証を与えることが困難となる．
また知見獲得の観点からは，固有ベクトルの解釈容

易性も重要である．高次元になるほど固有ベクトルの要
素数が増加することに注意すると，超高次元データを対
象とする場合，固有ベクトルの解釈は困難になるといえ
る．すなわち，もとの変数が主成分に与える影響を，固
有ベクトルの要素をもとに判断する場合，技術的な考察
は高次元になるほど難しくなる．これはもとの変数が主
成分に与える影響が全くない（固有ベクトルの対応する
要素がゼロである）場合でも，従来型 PCAで推定する
と非ゼロの値をとることに起因する．したがって，固有
ベクトルの要素をゼロとみなすための閾値設定を効率よ
く実行する方法論が必要となるといえる．
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4.2 スパース PCAに基づく推定法

本節では，超高次元小標本データを解析対象とした
場合にも，固有値および固有ベクトルの推定精度と解釈
容易性を同時に向上させるための方策の一つとして，ス
パース PCAを応用した固有値および固有ベクトルの推
定法をMT-PPCA法 [4]および RT-PC法 [3]に導入する
方法が有用との見解を示す．
スパース PCAとは，固有ベクトルの大部分がゼロの

値をとることを仮定したうえで，固有値および固有ベク
トルを推定し，主成分分析を実行するための方法論であ
る．スパース PCAでは，固有ベクトルの要素に対する
L1ノルム等を罰則として，罰則項付きで従来型の PCA
に対応した最適化問題を解くことを通して，固有値およ
び固有ベクトルを推定する．スパース PCAに基づく固
有ベクトルの推定量は，その要素の大部分が厳密にゼロ
の値をとるため解釈容易となる．また同時に非ゼロ要素
に対する縮小推定も行うため，サンプルサイズが十分で
ない場合においても推定精度の向上が期待できる．
したがって，スパース PCAのアルゴリズムの中から，

超高次元データを適用対象とする場合でも，固有値およ
び固有ベクトルの推定に対する精度保証を与えること
ができるものを選択すれば，所望の異常検知方式を実現
できるといえる．そして，参考文献 [6]では，その一例
として，第 1 固有値と対応する固有ベクトルを推定す
ることに焦点を絞ったうえで，Regularized Sparse PCA
（RSPCA）[24]を応用する方法を提案している．ここで，
RSPCAの最適化問題は次の通りである．

min
fff ,vvv

∥ X − fff vvv⊤ ∥2
F +ρP(vvv) (10)

ただし，X は N×Pのデータ行列，N次元ベクトル fff は
分散 1に基準化した第 1主成分得点，P次元ベクトル vvv
は第 1固有ベクトルである．また，|| · ||F はフロベニウ
ス・ノルム，P(vvv)は正則化項，非負定数 ρ は正則化項
の重みである．P(vvv)としては L1ノルム等の使用が提案
されており，適当な条件の下での一致性が証明されてい
る（Shen et al. (2013)）．なお，第 1固有値は (10)式の
最適解 fff ∗ および vvv∗ を用いて次のように推定できる．

λ̂1 =
(

fff ∗⊤Xvvv∗/
√

N −1
)2

(11)

5. おわりに

本稿では，著者らのこれまでの研究成果の中でも，特
に高次元データを対象とした MTシステムに関する総
合的な報告を行った．まず，MTシステムにおける最初
期の異常検知方式である MT法を高次元データに適用
する場合の問題を述べた．そして，変数の次元がサンプ
ルサイズよりも大きい場合でも異常検知を適切に実行す

るための方法論として，MT-PPCA法と RT-PC法を取り
上げ，その使い分けにおける留意点を述べた．さらに，
変数の次元がサンプルサイズよりも遥に大きな超高次元
データを対象とする場合には，スパース PCAに基づく
MT-PPCA法と RT-PC法が精度および解釈容易性の向上
の観点から有用であるとの見解を示した．
近年，IoT関連技術の進展に伴って，様々な産業分野

においてセンサーやスマートデバイスから膨大なデータ
が取得・蓄積されている．特に製造業では，このように
蓄積された履歴データを活用し，設備機器の異常検知シ
ステムを実現しようという動きがある．履歴データはリ
アルタイムに蓄積され，サンプルサイズも膨大になるも
のの，正常なデータが永続的に定常性を満たすとは考え
にくい．すなわち，正常なデータは限定的に定常性を満
たすと仮定して，単位空間を更新していく必要がある．
この際，高次元小標本における検知性能が十分に確保さ
れれば，更新間隔を短く設定でき，定常性の仮定が緩和
されることで適用範囲が広がることが期待される．
今後の課題として，MTシステムにおけるガウシアン・

グラフィカル・モデリングを応用した新たな異常検知方
式の確立を挙げる．本稿では，主成分分析を応用した高
次元データ解析法を取り上げたが，これまでに著者ら
は新たな高次元データ解析法として，ガウシアン・グラ
フィカル・モデリングを応用したMT法を提案している
[5]．その一方で，RT-PC法に対応するような異常検知
方式の提案には至っていない．また，超高次元データを
対象とする場合の分析方式をいかに実現するかについて
の議論を行っていく必要もある．
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