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株式市場に埋め込まれたグループ相関構造―日米比較
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Group Correlation Structures Embedded in Financial
Markets – Comparative Study Between Japan and U.S.

Takeo YOSHIKAWA∗1 and Hiroshi IYETOMI∗2

Abstract– We study group correlation structures of financial markets in Japan and U.S. from a
network-theoretic point of view. The correlation matrix of stock price changes, purified by the random
matrix theory, is regarded as an adjacency matrix for a network. The weighted links in the networks
thus constructed can have negative sign corresponding to anticorrelation between stocks. To identify
groups in such a network, we search for the optimum decomposition of nodes which maximizes the
total sum of weights of links inside groups. We then find that the network of Tokyo Stock Exchange is
decomposed into four groups. The stock prices comove almost perfectly inside the groups and move
oppositely across the groups. Also we apply the same analysis to the S&P 500 stocks. The U.S. stock
market shows frustrated behavior similar to that embedded in the Japanese market.

Keywords– principal component analysis, financial market, RMT: Random Matrix Theory, group
correlation, network, frustration

1. はじめに

時間方向に T 個の観測点がある N 変数の時系列で記
述された複雑系を考える．各時刻における系の状態はN
次元空間における 1点で記述され，系の相関構造はN次
元空間における T 個の状態点の分布形状に反映される．
そのような多変量相関を計量する有力な手法の 1つと
して主成分分析がある．具体的には，相関係数からなる
行列（以後，相関行列と呼ぶ）の固有値問題を解けばよ
い．得られる固有値を大きいものから順に並べると，第
1固有値が分散の最大値を与え，付随する固有ベクトル
が第 1主成分軸を決め，最も重要な相関構造を表す．第
2固有値とその固有ベクトルが，第 1主成分に対する直
交補空間で最も重要な相関情報（分散値，主成分軸）を
提供する．以下同様である．このような主成分分析は，
力学で例えれば，質点系に対する慣性主軸の決定と等価
である 1．
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しかし，すべての主成分が統計的に有意味というわけ
ではない．まったくランダムな時系列データでも，ただ
1度の有限の観測では擬似的な相関がどうしても含まれ
てしまう．主成分分析において，いったいどれほどの大
きさの固有値まで統計的に意味あるものとして選択する
かが大問題である．それに解答を与えるのがランダム行
列理論（RMT）[1]である．ランダム時系列の相関行列
は，特別な無限次元極限（データ数 N と時間方向の観
測点数 T との比 Q = T/Nを固定）で，普遍的な固有値
分布や固有ベクトル成分分布をもつことが知られ，応用
上有用な解析的表式が導かれている．もちろん，時間方
向の観測点数を増やせば増やすほど，固有値の広がりは
1に収束する．もし RMTによって予測される最大固有
値より大きい固有値が存在すれば，それは真の相関の現
れと判断できる．1

1999年に経済物理学にとって記念碑的論文 2編が同
時に出版された [2, 3]．それらの論文は，米国株式市場
における株価相関を明らかにするために，S&P 500構成
銘柄がつくる相関行列の固有値分布と RMTの解析式と
を比較し，市場全体の “重心運動”（市場モード）を含め
て複数の統計的に有意味な主成分があることを示した．
これらの論文を契機に多変量時系列に対する主成分分析
と RMTの複合解析手法が確立され [4–6]，多くの研究

1. 相関行列が慣性テンソル，固有値が主慣性モーメント，固有ベクト
ル（主成分軸）が慣性主軸にそれぞれ対応する．
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者が株価相関の研究に RMTを応用した論文を発表して
いる．これまでに我が国や米国などの成熟した株式市場
において市場全体の振る舞いの背後に株式銘柄グループ
（同じ値動きをする銘柄集団）が存在すること [4, 7, 8]，
比べてインドのような新興市場ではこのようなグループ
構造があまり目立たないことが明らかにされた [9]．さ
らに，その解析手法の応用範囲は金融分野に留まらず，
気象科学 [10]，情報通信 [11]，脳科学 [12]などへ拡大
している．
株式市場における銘柄のグループ相関（多粒子系に

おける重心から観測した各粒子の運動間の相関に対応）
を解析するにあたっては，これまで銘柄同士の相関関係
のみに焦点が当てられてきた．しかし，銘柄同士は相関
関係ばかりではなく反相関関係にある場合もある．我々
は，銘柄間の正負の相関関係をネットワーク的な視点か
ら同等に扱い [13–15]，株式市場における隠れた相関構
造を明らかにすることを目指している．すでに東京市場
については先行して研究を進めた [16]．本稿では，米国
市場についても同様の解析を行い，日米市場における相
関構造について比較した結果について紹介する．

2. 相関行列

ここでの具体的な解析対象は，東証一部上場企業
（TSE）の 33業種 557銘柄，2707営業日（1996年 1月
4日から 2006年 12月 29日まで）の株価日次データ，な
らびに S&P 500の 24業種 483銘柄，1009営業日（2008
年 1 月 2 日から 2011年 12 月 30 日まで）の株価日次
データである2．
銘柄 nの時刻 tにおける価格を Sn,t(n = 1,2, . . . ,N; t =

1,2, . . . ,T + 1)とする．株価時系列 {Sn,t}を定常化する
ため，対数収益率Rn,t ≡ lnSn,t+1 − lnSn,t を計算し，さら
に次のように標準化（平均 0，分散 1）する:

Gn,t ≡ Rn,t −〈Rn〉
σn

(1)

ここで 〈· · ·〉は時系列 {Rn,t}の時間平均，σnはその標準
偏差である:

〈Rn〉 ≡ 1
T

T

∑
t=1

Rn,t , (2)

σn ≡ 1
T

T

∑
t=1

(Rn,t −〈Rn〉)2 . (3)

このようなGn,t を (n,t)要素とするN ×T 行列を Gとす
ると（Gの各行は各銘柄の標準化した対数収益率の時系

2. ここでの「業種」とは東京市場については証券コード協議会（SICC）
による 33業種（中分類）であり，S&P 500についてはGlobal Industry
Classification Standard (GICS)による 24の産業グループを指す．そ
れぞれに一つ上の分類があり，東京市場では 10 の大分類，GICS
では 10 のセクターとなっている．

列である），相関行列 Cは，

C =
1
T

GGT (4)

と与えられる．ここで GT は行列 Gの転置を表す．

3. RMTを用いた主成分の判定

相関行列は，その固有値と対応する固有ベクトルを用
いて次のように書くことができる（スペクトル分解）:

C =
N

∑
�=1

λ�u�u
T
� (5)

ここでは λ1>λ2>.. .>λN とする．式 (5)からわかるよ
うに，より大きな固有値と付随する固有ベクトル（主成
分）に相関に関するより重要な情報が含まれている．で
は，どの固有ベクトルまでが統計的に意味のある情報を
持っているのか．従来，対応する固有値が 1以上のもの，
あるいは累積寄与率が 80%を超えるまで，などという
主成分の判定基準が用いられていたが，実際にはそれぞ
れの分析においては “適切”に判断する必要があった．
ここで，各行列要素が平均 0，分散 1の独立同分布の

確率変数からなる N ×T 行列 Hを用い，
1
T

HHT で計算

される行列を考える．これは Hの各行をひとつの時系

列とみなすと，
1
T

HHT は N 個のランダムな時系列の相

関行列（ランダム相関行列）と考えられる．RMTによ
れば，このランダム相関行列において，Q = T/N を一
定のまま N,T → ∞の極限をとると，固有値分布，固有
ベクトル成分分布，最近接固有値間隔分布などに対して
様々な普遍的な性質が現れる．例えば，ランダム相関行
列の固有値分布はそのような極限操作下で次の解析式に
従う [17, 18]:

ρ(λ ) =
Q
2π

√
(λ+−λ )(λ −λ−)

λ
. (6)

ここで λ± =
(

1±√
1/Q

)2
であり，固有値は区間

[λ−,λ+]の中に分布することがわかる．ランダム相関行
列に関するこれらの性質と実際の相関行列がもつ性質を
比較することにより，統計的に有意味な相関（主成分）
を曖昧性無く抽出することができる．
東京市場および S&P 500 市場の固有値分布と対応

するランダム相関行列（実際のデータ行列と同じア
スペクト比 Q = T/N をもつ）の固有値分布を Fig. 1
および Fig. 2 でそれぞれ比較する．ここで，実際
の固有値分布のうち，式 (6) の分布から外れる固有
値，特に λ+ より大きな固有値に対応する固有ベクト
ルに有意な相関が含まれていると考るのが RMT に
よる主成分の判定規準である．東京市場においては，
λ13 (∼= 2.17)>λ+ (∼= 2.11)>λ14 (∼= 2.07) であるので 13
番目までを主成分として採用し，同様に S&P 500市場
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Fig. 1: Probability density distribution of the eigenvalues
of the correlation matrix in the Tokyo Stock Exchange and
the corresponding distribution ρ (λ ), Eq. (6), predicted by
the RMT.

Fig. 2: Same as Fig. 1, but in the S&P 500.

においては，λ9 (∼= 3.07)>λ+ (∼= 2.86)>λ10 (∼= 2.71)であ
るので 9番目までを採用する．

Fig. 3および Fig. 4は東京市場および S&P 500市場
それぞれの固有ベクトル u�（λ�>λ+ に対応）における
業種の偏極を表したものである（u1 は除く）．業種の
並びは，東京市場については SICCの，S&P 500市場に
ついては GICSの並びに従った．業種 Sの偏極率は固有
ベクトル成分の和と絶対値の和の割合を業種ごとに計算
する:

Ps ≡ ∑ j∈s u�, j

∑ j∈s |u�, j| . (7)

後述するように第一固有ベクトル成分はすべて正なので
全業種に対して偏極率は 1である．両市場とも多くの業
種で高いまとまりを示しており，これは先行研究の結果
[4, 7, 9]と一致する．東京市場と比べて S&P 500市場で
顕著なのが並び順の近い（すなわち上位の分類で同じカ
テゴリに分類される）業種間の連動である．東京市場で
も u2，u6，u7などにはその傾向はみられるが，S&P 500
市場ではすべての固有ベクトルにその傾向があり，これ
は S&P 500市場の構成銘柄は，GICSの産業グループの
上位の分類，セクターとしても連動していることを示し
ている．

Fig. 3: Polarization of each sector defined by Eq. (7) in the
statistically meaningful eigenvectors for the Tokyo Stock
Exchange.

Fig. 4: Same as Fig. 3, but for the S&P 500.

4. 株価相関ネットワーク

ここで市場の相関構造を理解するために，ネットワー
クの視点を導入する．相関行列をネットワークの隣接行
列と読み替えることで，銘柄をノード，銘柄間の相関係
数をリンクとする株価相関ネットワークを構築すること
ができる．株価の対数リターンから計算される相関行列

94 横幹 第 7巻第 2号



Group Correlation Structures Embedded in Financial
Markets – Comparative Study Between Japan and U.S.

Fig. 5: Distribution of the matrix elements of Cgroup and
Cmarket +Cgroup in the Tokyo Stock Excange.

Fig. 6: Same as Fig. 5, but in the S&P 500.

Cを次のように分解する [3, 4, 8]．

C ≡ Cmarket +Cgroup +Crandom (8)

= λ1u1u
T
1 +

Nc

∑
�=2

λ�u�u
T
� +

N

∑
�=Nc+1

λ�u�u
T
� . (9)

ここでNは全銘柄数，Ncは固有値がRMTの最大固有値
を上回る成分数（TSEについては Nc = 13，S&P 500市
場については Nc = 9）である．Crandom については 3節
でみたように，その寄与を積極的にノイズと区別する理
由はない．第 1固有値 λ1 は第 2固有値に比べ非常に大
きく（TSEについては λ1 ∼= 133，λ2 ∼= 15，S&P 500に
ついては λ1 ∼= 241，λ2 ∼= 17），しかも対応する固有ベク
トル u1 の成分はすべて符号が同じであるため，Cmarket

は市場全体の動きを表す．これは，Fig. 5および Fig. 6
に示す東京市場および S&P 500市場における Cgroup お
よび Cmarket +Cgroupの行列要素の分布からもわかる．ど
ちらの市場においても Cgroupは正負両方の領域に分布し
ているが，Cmarket +Cgroupは正の領域のみに分布してい
る．以上から，Cgroupが市場の特徴的な相関構造を表す
と考えられるので，これを隣接行列とする株価相関ネッ

トワークを構築する．さらに，各主成分の相関構造への
寄与を調べるため，

C
(m)
group =

m

∑
�=2

λ�u�u
T
� (m = 2, . . . ,Nc) (10)

を隣接行列とするネットワークも合わせて考える（m = Nc

が Cgroup を与える）．

5. ネットワークとコミュニティ抽出

一般にネットワークは，ノード間のリンクの重みをそ
の要素とする行列（リンクがない場合の重みは 0），い
わゆる隣接行列を使って記述することができる．最も単
純なネットワークは，リンクの重みを 0か 1の 2値で表
すものである．例えば，人をノードとし，人と人を友人
関係の有無にリンクの有無を対応させれば友人関係ネッ
トワークを作ることができる．このようなネットワーク
では，リンクの分布はランダムでもなく，また一様でも
ない．ネットワーク中のリンクの密な部分は，ノード同
士の関係の強い部分である．友人関係ネットワークでは，
仲の良い集団であり，企業の取引ネットワークでは，取
引が活発な集団である．ネットワーク中のリンクの密な
部分をコミュニティと呼び，その情報はネットワーク構
造を理解する上で重要である [19]．
ノード i が属するコミュニティを σi とし，すべて

のノードの属するコミュニティを順に並べた {σ} =
{σ1,σ2, . . . ,σN} をネットワークの分割と呼ぶ．コミュ
ニティを決定することは，分割 {σ}を決めることであ
る．複雑ネットワーク中のコミュニティを抽出する方法
として，モジュラリティ[19,20]を最大化する手法がよく
用いられる．ネットワーク分割の評価関数であるモジュ
ラリティQ({σ})は次の様に定義される:

Q({σ})≡ 1
m ∑

i, j
[Ai, j − pi, j]δ (σi,σ j) , pi, j =

kik j

m
. (11)

ここで Ai, j は隣接行列の (i, j)要素，ki = ∑ j Ai, j はノー
ド iの次数（そのノードにつながるリンク数，あるいは
リンクの重みの合計），m = ∑i ∑ j Ai, j はネットワーク
全体の次数の合計であり，クロネッカーのデルタ δ ()は
ノード iとノード jが同一のコミュニティに所属してい
ることを保証する．また，pi, j はネットワークをランダ
ム化した場合にノード i， j 間にリンクが張られる確率
（ノード i， j間の重みの期待値）である．つまり，もし
対象のネットワークが対応するランダム・ネットワーク
に比べて有意のコミュニティ構造をもつならば，最大化
されたモジュラリティは正の値をとる．
コミュニティ抽出の有用性を示す代表例はZacharyの

空手クラブ・ネットワーク [21]である．Zacharyは，米
国のある大学における空手クラブが運営方針の対立から
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Fig. 7: Four communities obtained through the modular-
ity maximization for the Karate Club network[21], and the
dashed line depicts its actual split into two groups.

2派に分裂する様子を観察した．Fig. 7は，この空手ク
ラブの交友関係のネットワークからモジュラリティの最
大化により抽出したコミュニティであり，コミュニティ
はノードの濃淡で区別されている．モジュラリティによ
るコミュニティ抽出により，実際に起こった内部分裂の
境界（図中の破線）を正確に検出できている．

6. 株価相関ネットワークのコミュニティ

Kim and Jeong[8]や Pan and Sinha[9]はグループ相関
行列 Cgroupからネットワークを作って相関の強い銘柄グ
ループを抽出している．彼らはある閾値を設定し，その
閾値を超える相関係数をもつ銘柄をリンクすることによ
りネットワークとした．我々は相関の強い銘柄グループ
を抽出するとともに，抽出されたグループ間の関係性を
知るために負の値の相関係数もそのままに Cgroupを隣接
行列として分析する．つまり，値動きに正の相関のある
銘柄同士は正の重みを持つリンクでつながっており，逆
に，負の相関のある銘柄同士は負の重みのリンクでつな
がっているネットワークを考える．値動きに正の相関の
ある銘柄を同じグループに集め，負の相関のある銘柄を
別のグループへと分けるためにフラストレーション3と
呼ばれる次の目的関数を最小化する [14]:

F ({σ}) = −∑
i, j

Ai, jδ (σi,σ j) . (13)

すなわち，グループ内の重みの総和を最大化するように
ネットワークを分割することで，グループ内には正のリ

3. 第 5 節で紹介したモジュラリティは負の重みを持つリンクに対応
していない．そこで負のリンクに対応するようにモジュラリティを
拡張した新たな量，ハミルトニアンが提案された [13, 14]．それは
次のように定義される:

H ({σ}) ≡−∑
i, j

[
Ai, j −

(
γ+ p+

i, j − γ−p−i, j

)]
δ

(
σi,σ j

)
, (12)

　ここで，p±i, j はノード i， j 間の正（負）のリンクの次数の期待値で
あり，γ± はノードのまとまりやすさに関するパラメータである．フ
ラストレーションF ({σ})はハミルトニアンの特殊な場合（γ± = 0）
である．

Table 1: Decomposition of stocks into communities at
varied m in the Tokyo Stock Exchange. Cgroup and Cgroup +
Crandom have almost the same structures.

Community

m I II III IV

2 279 278 − −
3 199 192 166 −
4 175 149 119 114

5 175 149 119 114

6 177 149 117 114

7 179 148 117 113

8 179 150 117 111

9 178 146 118 115

10 178 145 119 115

11 173 146 123 115

12 174 146 122 115

13 (Cgroup) 175 148 118 116

Cgroup +Crandom 177 148 117 115

Table 2: Decomposition of stocks into communities at
varied m in the S&P 500. Cgroup and Cgroup +Crandom have
the same structures.

Community

m I II III IV

2 247 236 − −
3 197 161 125 −
4 184 159 140 −
5 183 162 138 −
6 171 161 151 −
7 170 161 152 −
8 168 163 152 −
9 (Cgroup) 166 157 93 67

Cgroup +Crandom 166 157 93 67

ンクが集まり，グループ間には負のリンクが集積する．
つまり，協調して値動きする銘柄がグループを形成し，
銘柄グループ同士は反相関の関係となる．
フラストレーションの最小化によりCgroup，C

(m)
group，お

よび Cgroup + Crandom から抽出されたコミュニティの数
とサイズを Table 1および Table 2に示した．フラスト
レーションの最小化には焼き鈍し（simulated annealing）
法 [22]を利用した．東京市場ならびに S&P 500市場に
おいて，どちらについても最終的に4つのグループが得
られた．東京市場については上位 3つの固有成分 (� = 2，
3，4)だけでグループ分割が完全に決定されることを見
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Fig. 8: Fragmentation of the business sectors into com-
munities in the Tokyo Stock Exchange. The dotted line
represents the fraction level of 2/3.

Fig. 9: Same as Fig. 8, but in the S&P 500.

いだした．他方，S&P 500市場については上位 2つの固
有成分 (� = 2，3)および � = 9の 3成分だけでグループ
分割が決定される．いずれにしても Crandom（東京市場
では 64%の寄与，S&P 500市場では 38%の寄与をもつ）
がグループ分割に何も影響を与えず，このグループ分割
の結果は RMTによる主成分判定の結果と矛盾しない．

Fig. 8および Fig. 9はそれぞれのコミュニティに各業
種が属する割合を示したものである．東京市場で特にま
とまりのよい業種は，第 IIコミュニティの証券・先物取
引業（29番），第 IIIコミュニティの銀行業（28），電
力・ガス業（20），保険業（30）などであるが，それほ
どまとまりがよくない業種も多く，2つあるいは 3つの
コミュニティに分かれている．
一方，S&P 500 市場はそれぞれの業種（産業グルー

プ）ごとのまとまりもよく，さらに上位のカテゴリ（セク
ター）としても非常によいまとまりを示している．そのた
め 4つのコミュニティを，第 Iコミュニティは Consumer
Discretionaryと Financials，第 IIコミュニティは Indus-
trials，Consumer Staples，Telecommunication Servicesと
Utilities，第 IIIコミュニティは EnergyとMaterials，第
IVコミュニティは Information Technologyのように，セ
クターで特徴づけることもできる．

Fig. 10: Frustrated stock group structure in the Tokyo
Stock Exchange. The arrows designate the anticorrelation
relationship between communities with the corresponding
values of Pcorr, Eq. (14), represented by their width.

Fig. 11: Same as Fig. 10, but in the S&P 500.

7. フラストレーション構造

グループ内ならびにグループ間の相関関係を定量的に
計測するために，各場合に対してリンクの重みの偏極率
を導入した．それは次のように計算される:

Pcorr ≡
∑within/between

[
Cgroup

]
i, j

∑within/between

∣∣∣[Cgroup
]

i, j

∣∣∣ . (14)

ここで，∑within/betweenはグループ内ならびにグループ間
でのリンクの重みの総和を表す．Fig. 10および Fig. 11
は，東京市場，S&P 500市場それぞれについて得られた
4つのグループの業種的特徴と相互相関の様子を示す．
グループ内での偏極率は 80%を優に超え，各グループ
の銘柄が高い協調関係にあることを確認できる．グルー
プ間の偏極率については，図中のリンクの矢印に添えて
表示している．どの相互リンクも負の偏極率をもち，グ
ループ間が競合関係にある．このように相反する 4つの
グループには，すべてを満足させる状態は決して実現し
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ない．つまり，日米の株式市場の背後にはフラストレー
ション状態4にある 4極構造が共通して存在する．東京
市場における 4つの極の内，3つは互いに強い反相関関
係にあり，第 3極（金融，電気・ガスなど）は，他の相反
する 3つの極と比較的独立した地位を占めている．S&P
500市場では東京市場に比べて業種ごとのかたまりがよ
り鮮明であり，金融業も相反する 1極をなしている．ま
た，第 4の極である IT業は第 3極を構成しているエネ
ルギー，材料業とほとんど無相関である．
このような多極のフラストレーション構造を直感的に

理解するために，銘柄 jに対して次の「相関状態ベクト
ル」d j を導入する:

dT
j =

[√
λ2u2, j, . . . ,

√
λNcuNc, j

]
. (15)

このように定義された相関状態空間は東京市場において
は 13次元，S&P 500市場では 9次元であり，銘柄 i， j
間のグループ相関係数は対応する相関状態ベクトルの内
積で与えられる:

[
Cgroup

]
i, j = dT

i d j (16)

4つの極の重心を通る 3次元空間を切り出し，それらの
重心ベクトルを含めて日米の市場における銘柄間の相関
構造を可視化したものがFig. 12と Fig. 13である．それ
ぞれの市場について 4極フラストレーション構造を容易
に見て取ることができる．

8. おわりに

多変量時系列の主成分分析においてランダム行列理
論（RMT）が与える固有値分布，特に最大固有値を主成
分判定規準として有意な相関を抽出する手法を用いて，
日米の株式市場の中に埋め込まれた相関構造を明らかに
することを試みた．その際に，コミュニティ抽出という
ネットワーク科学の手法を取り入れた．
解析の結果，東京市場で先に発見した株式銘柄間の

フラストレーション構造が米国市場においても存在する
ことを確認し，成熟した市場で普遍的な性質であろうと
の強い示唆を得た．また，そのようなフラストレーショ
ン構造が，株式市場の複雑な振る舞いを生む要因となっ
ているかもしれない．現在，東証一部，S&P 500の両市
場について，2001年 – 2011年の新しいデータについて
解析中である．全期間を前期，中期，後期に分け，それ
ぞれの時期でコミュニティを抽出してみると，いずれの
市場においてもフラストレーション構造が継続して存在
していることを確認できる．そのような特異の相関構造
が時間的にどのように変化しているのか，市場モードの

4. 社会ネットワーク（例えば，友好関係にあるときは正の重み，敵対
関係にあるときは負の重みを仮定）においては “unbalanced” との
表現が用いられる．

Fig. 12: Three-dimensional correlation state vectors of the
stocks in the Tokyo Stock Exchange. The stocks belong-
ing to different communities are distinguished by varied
degrees of shading. The arrows point to the positions of
the center of gravity in individual communities with their
designations.

Fig. 13: Same as Fig. 12, but in the S&P 500.

振る舞いと関係があるのか無いのか，もしあるならばど
のような関係があるのか等々，今後さらに解析を進めて
いく予定である．加えて，日米市場の枠を超えた株価連
関，新興市場における株価相関の様子など研究の興味は
尽きない．
相関行列は複雑系の研究においてしばしば登場する．
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本稿では株式市場における相関構造の解析を題材に最新
の多変量解析の研究手法について解説した．具体例の中
に手法の要点が溶け込んでいるが，慧眼なる読者諸氏は
その手法の汎用性についてすでにお気づきのことと思う．
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